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Resumo
Neste trabalho estudamos desintegrações de medidas em folheações com enfoque em enten-
der principalmente as desintegrações atômicas. Uma das motivações deste trabalho foi o
artigo (PONCE; TAHZIBI; VARÃO, 2014), onde os autores provam, para difeomorfismos
derivado de Anosov, desintegrações mono-atômica. Nós generalizamos alguns desses resulta-
dos mostrando que também podemos ter desintegrações mono-atômica para sistemas mais
gerais, sem condições de hiperbolicidade, no qual eliminamos a necessidade de partições
de Markov, que são estruturas herdadas dos difeomorfismos de Anosov. Para obtermos
monoatomicidade em folhas que se contraem, exigimos mensurabilidades das folhas. Por
outro lado, sem supor mensurabilidade, também chegamos na monoatomicidade exigindo
contração uniforme nas folhas, assim como condições de transitividade e atomicidade. Um
outro resultado que obtemos nos permitiu compreender como a desintegração atômica
afeta a própria geometria da folheação quando olhamos suas holonomias.
Palavras-chave: medida, medidas invariantes, desintegração de medidas, desintegração
atômica, desintegração mono atômica, desintegração ergódica, folheações absolutamente
contínuas, sistemas dinâmicos, sistemas hiperbólicos.
Abstract
In this paper we study disintegrations of measures in foliations with a focus on under-
standing mainly atomic disintegrations. One of the motivations of this work was the
article (PONCE; TAHZIBI; VARÃO, 2014), where the authors proved, for Anosov-derived
diffeomorphisms, mono-atomic disintegrations. We generalize some of these results by
showing that we can also have mono-atomic disintegrations for more general systems
without conditions of hyperbolicity, in which we eliminate the need of Markov partitions,
which are structures inherited from Anosov’s diffeomorphisms. To obtain mono-atomicity
in the context of shrinking leaves, we require a measurable foliation. On the other hand,
without assuming measurability, we also arrive at mono-atomicity by requiring uniform
contractions in the leaves, as well as conditions for transitivity and atomicity. Another
result that we obtained allowed us to understand how atomic disintegration affects the
leaf geometry itself when looking at its holonomies.
Keywords: measure, invariant measures, disintegration of measures, atomic disintegra-
tion, mono-atomic disintegration, ergodic disintegration, absolutely continuous foliations,
dynamical systems, hyperbolic systems.
Sumário
Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1 CONCEITOS PRELIMINARES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.1 Introdução à Teoria da Medida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2 Desintegração de medidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.3 Folheações em Variedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
1.4 Folheações absolutamente contínuas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
1.5 Sistemas Hiperbólicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2 RESULTADOS PRINCIPAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.1 Teorema A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.2 Teorema B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.3 Teorema C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
10
Introdução
Uma classe importante de sistemas dinâmicos muito estudado devido às suas
ricas propriedades dinâmicas são os difeomorfismos de Anosov. Associadas a esses difeomor-
fismos estão as estruturas geométricas conhecidas como folheações estáveis e instáveis. Um
dos resultados fundamentais da teoria hiperbólica, provado por Anosov (ANOSOV, 1969)
é que todo difeomorfismo de Anosov de classe C2 que preserva volume é ergódico com
relação à medida de volume. Um dos pontos fundamentais dessa prova está na compreensão
do comportamento métrico dessas folheações (estáveis e instáveis). Mais precisamente
entender que a desintegração do volume com relação as folheações estáveis e instáveis
fornecem medidas equivalentes à medida de Lebesgue da folha, ou seja, as folheações
estáveis e instáveis possuem comportamento regular o suficiente de modo que se possa
“aplicar” o teorema de Fubini.
O comportamento métrico de folheações associadas a uma dinâmica é o ponto
chave deste trabalho. O comportamento das folheações poderia ser traduzido em compreen-
der a desintegração de uma medida nas folhas. Dado um espaço de probabilidade pM,B, µq,
onde M é uma variedade compacta e B é sua σ-álgebra de Borel, uma desintegração da
medida µ é uma família tµP : P P Pu de probabilidades tal que cada medida µP está
definida na σ-álgebra B e assume peso total no conjunto P P P , onde P é uma partição
do conjunto M , e a medida original µ é uma soma dessa família. Mais precisamente, a
medida de cada conjunto mensurável E P B é dada por
µpEq “
ż
P
µP pEqdpµ.
Dizemos que uma desintegração de uma medida em relação a uma folheação é
atômica quando existe um conjunto de medida total tal que sua interseção com cada folha
é um conjunto enumerável ou, mais precisamente, uma desintegração é atômica quando
cada medida desintegrada µP na folha for uma soma de medidas de Dirac. Neste caso,
existe um conjunto de medida total N ĎM tal que, para cada P P P , a interseção N X P
é um conjunto enumerável de pontos que chamaremos de átomos. Quando cada medida
µP for apenas uma medida de Dirac, dizemos que a desintegração é mono-atômica, o que
significa que os conjuntos N X P são unitários (têm apenas um átomo).
Na década de 70, R. Mañé e M. Shub (veja (BONATTI; DÍAZ; VIANA, 2005))
deram exemplos de sistemas robustamente transitivos que não eram difeomorfismos de
Anosov, ou seja, não possuíam hiperbolicidade uniforme. Esses exemplos assemelham-se
com os difeomorfismos de Anosov no sentido que possuem direções estáveis e instáveis.
Entretanto eles possuem uma terceira direção cujo comportamento não é hiperbólico. Essa
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terceira direção é chamada de direção central e os difeomorfismos que exibem esta direção
com comportamento intermediário são chamados de Parcialmente Hiperbólicos.
Uma novidade dos Parcialmente Hiperbólicos é que a folheação central (quando
existe) não possui o “bom comportamento” exibido pelas folheações estáveis e instá-
veis. Ruelle e Wilkinson em (RUELLE; WILKINSON, 2001) deram um exemplo em
que a desintegração do volume na direção central é atômica. O exemplo tratado em
(RUELLE; WILKINSON, 2001) é um skew-product e sua folheação central é compacta e
um-dimensional (círculos). Em (PONCE; TAHZIBI; VARÃO, 2014) Ponce, Tahzibi e Varão
exibem um exemplo dinâmico ainda mais curioso: um sistema parcialmente hiperbólico que
preserva volume, com uma folheação um-dimensional por folhas não compactas minimal
(ou seja, toda folha é densa) e que existe um conjunto de volume total que intersecta cada
folha dessa folheação em um único ponto.
Esses comportamentos de desintegração atômica em um primeiro momento
podem dar a impressão de um comportamento patológico das folheações, mas os exemplos
citados acima, tanto de Ruelle e Wilkinson quanto de Ponce, Tahzibi e Varão, valem em
conjuntos abertos (dentro do mundo conservativo).
Muito tem-se estudado sobre a desintegração de medidas em folheações inva-
riantes (aqui tendo em mente principalmente dinâmica não-uniformemente hiperbólica).
Para citar um exemplo, em (AVILA; VIANA; WILKINSON, 2015) os autores estudam a
desintegração do volume para perturbados de tempo-um do fluxo geodésico em superfícies
compactas, obtendo uma dicotomia: ou a medida é muito comportada (desintegração
equivalente à Lebesgue) ou é muito “irregular” (desintegração atômica). O mesmo tipo
de estudo também foi feito em (VARÃO, 2016) para outra classe. Mais recentemente
em (PONCE; VARÃO, 2019) os autores estudam a desintegração de medidas invariantes
para as ações de grupos em contextos muito gerais e conseguem obter uma dicotomia da
desintegração de medidas em muito regulares ou atômicas.
Ou seja, em muitos contextos dinâmicos, a desintegração de medidas recai
na dicotomia muito regular ou atômica. Em geral, a desintegração mais regular implica
heuristicamente em uma maior facilidade para se lidar com essa dinâmica. Um exemplo
de implicação dinâmica quando se supõe uma “boa desintegração” da medida considerada
pode ser encontrado em (VARÃO, 2016) e (VARÃO, 2018).
Neste trabalho iremos explorar a direção das medidas atômicas, por ser um
pouco menos explorado na literatura. Temos dois principais objetivos: o primeiro é estudar
os casos de desintegrações atômicas ou que geram desintegração atômica com o mínimo
possível de hipóteses, na tentativa de generalizar resultados que estão relacionados com a
desintegração atômica de (VARÃO, 2016) e (PONCE; TAHZIBI; VARÃO, 2014) como
por exemplo:
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Teorema 1 (G. Ponce, A. Tahzibi, R. Varão). Seja f : T3 Ñ T3 um difeomorfismo DA,
que tem medida de volume invariante e ergódica. Se o volume tem desintegração atômica
nas folhas centrais, então a desintegração é mono atômica.
Esse resultado (e os outros mencionados até aqui) sempre se utilizam de muita
regularidade do mapa e objetos geométricos invariantes (folheações estáveis, instáveis e
centrais). O resultado acima faz forte uso de partições de Markov para o Anosov linear
associado ao sistema (para mais detalhes sobre as partições de Markov e os difeomorfismos
de Anosov veja o clássico (BOWEN, 2008)). Ou seja, há muita estrutura na dinâmica.
Conseguimos reduzir a estrutura na dinâmica: a única condição dinâmica que colocamos
na folheação é que as folhas contraiam no futuro. A contração não precisa ser uniforme,
basta que pontos na mesma folha tendam a zero quando iterados. Mais precisamente
provamos que:
Teorema A. Sejam M uma variedade compacta, f : M Ñ M um homeomorfismo que
preserva uma folheação F (i.e. fpFpxqq “ Fpfpxqq) e µ uma medida de probabilidade
invariante e ergódica para f . Suponha que F é contraída por f , isto é, F é tal que para
todos x, y PM , com x P Fpyq, tem-se
lim sup
nÑ`8
dFpfnpxq, fnpyqq “ 0.
Se a partição de M pelas folhas de F é mensurável, então a desintegração de µ é mono-
atômica.
Quando não se supõe mensurabilidade na folheação é mais difícil tratar a
desintegração, assim, sem supor a mensurabilidade da folheação, adicionamos que a
folheação seja uma contração uniforme e alguma condição nos pontos transitivos. Obtemos:
Teorema B. Sejam M uma variedade compacta, F uma folheação de M por retas
(folheação cujas folhas são variedades imersas 1-dimensionais e não compactas) que é
invariante por um homeomorfismo f : M Ñ M (i.e. fpFpxqq “ Fpfpxqq) e µ uma
medida de probabilidade invariante e ergódica para f . Suponha que o conjunto dos pontos
transitivos para f tenha medida total e que F é contraída uniformemente por f , isto é,
existe 0 ă λ ă 1 tal que, dados x, y PM , com x P Fpyq,
dFpxqpfpxq, fpyqq ď λdFpxqpx, yq.
Se µ tem desintegração atômica nas folhas de F , então a desintegração é mono-atômica.
Por fim conseguimos estudar a própria geometria das folheações que admi-
tem desintegração atômica. De fato, o que provamos é que as folheações que admitem
desintegração atômicas quando olhadas suas holonomias possuem um comportamento
peculiar.
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Teorema C. Sejam F uma folheação de uma variedade compacta M e T uma folheação
de classe C1 localmente transversal a F . Suponha que F tenha desintegração atômica e
que, para uma dada carta folheada Q de F , exista k P N tal que a desintegração de µ nas
folhas de Q tenha no máximo k átomos. Então, para µˆµ quase todo ponto px, yq P QˆQ,
a holonomia hx,y : Tx Ñ Ty leva o conjunto Tx XQX tátomos de Fu (que tem medida de
Lebesgue 1) em um conjunto com medida de Lebesgue zero.
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1 Conceitos Preliminares
1.1 Introdução à Teoria da Medida
Apresentaremos nesta introdução alguns conceitos e resultados fundamentais
da teoria da medida que serão utilizados ao longo deste trabalho, para mais detalhes veja
(BARTLE, 1995).
Definição 1. Uma família B de subconjuntos de um conjunto M é chamada de álgebra
se possui as seguintes propriedades:
(i) M P B;
(ii) Se A P B, então Ac “MzA P B;
(iii) Se A1, A2, ..., An P B, então
nď
i“1
Ai P B.
Se a família B possui as propriedades (i), (ii) e
8ď
i“1
Ai P B, para todos A1, A2, A3, ... P B (1.1)
dizemos que B é uma σ-álgebra. Neste caso, os elementos de conjuntos A P B são
chamados de conjuntos mensuráveis.
Observação 1. (a) Se a família B for uma σ-álgebra, as propriedades (i) e (ii) implicam
que m P B. Além disso, de (ii) e (1.1), também temos
8č
i“1
Ai P B, para todos A1, A2, A3, ... P B.
Em particular, temos
A1 Y A2 P B e A1 X A2 P B, para todos A1, A2 P B.
(b) Para qualquer coleção A de subconjuntos de M , a interseção de todas as σ-álgebras
que contém A é uma σ-álgebra (esta é a menor σ-álgebra que contém A), que
denotaremos por σpAq e chamamos de σ-álgebra gerada por A.
Definição 2. Sejam M um conjunto e B uma σ-álgebra de subconjuntos de M . Uma
medida em M é uma função µ : B Ñ r0,`8s que satisfaz µpmq “ 0 e, para qualquer
família pAiqiPN de elementos disjuntos de B,
µ
˜ 8ď
i“1
Ai
¸
“
8ÿ
i“1
µpAiq.
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A tripla pM,B, µq é chamada de espaço de medida. Quando µpMq “ 1, dizemos que µ é
uma medida de probabilidade e que pM,B, µq é um espaço de probabilidade.
Observação 2. Se pM, τq for um espaço topológico, a σ-álgebra σpτq é chamada de σ-
álgebra de Borel e os conjuntos A P σpτq são chamados de Borelianos. Uma medida de
Borel é uma medida definida na σ-álgebra de Borel σpτq.
Definição 3. Seja pM,B, µq um espaço de medida, onde µ é uma medida de Borel. Dizemos
que a medida µ é regular se, para todo conjunto mensurável B P B e todo ε ą 0, existirem
um conjunto fechado F e um conjunto aberto A tais que F Ď B Ď A e µ pAzF q ă ε.
Definição 4. Seja pM,B, µq um espaço de medida. Um ponto x P M , com txu P B, tal
que µptxuq ą 0 é chamado de átomo.
Definição 5. Sejam M um conjunto e A uma álgebra de subconjuntos de M .
(a) Dizemos que uma função µ : AÑ r0,`8q é finitamente aditiva se
µ
˜
nď
i“1
Ai
¸
“
nÿ
i“1
µpAiq
para qualquer família finita A1, A2, A3, ..., An P A de conjuntos disjuntos.
(b) Dizemos que uma função µ : AÑ r0,`8q é σ-aditiva se
µ
˜ 8ď
i“1
Ai
¸
“
8ÿ
i“1
µpAiq
para qualquer família pAiqiPN de elementos disjuntos de A tal que
8ď
i“1
Ai P A.
Teorema 2 (Continuidade no Vazio). Sejam M um conjunto, A uma álgebra de subcon-
juntos de M e µ : AÑ r0,`8q uma função finitamente aditiva, com µpMq ă `8. Então,
a função µ é σ-aditiva se, e somente se,
lim
iÑ`8µpAiq “ 0
para toda sequência decrescente A1 Ě A2 Ě ... Ě Ai Ě ... de elementos da álgebra A tal
que X8i“1Ai “ m.
Teorema 3 (Extensão de Medidas). SejamM um conjunto, A uma álgebra de subconjuntos
de M e µ0 : A Ñ r0,`8q uma função σ-aditiva e com µpMq ă `8. Então existe uma
única medida µ : σpAq Ñ r0,`8q tal que
µpAq “ µ0pAq, para todo A P A.
Capítulo 1. Conceitos Preliminares 16
Proposição 1 (Critério de σ-aditividade). Sejam M um espaço métrico completo e
separável e A a álgebra gerada por uma base enumerável U “ tUn; n P Nu de abertos de
M . Se µ : A Ñ r0, 1s for uma função aditiva com µpmq “ 0, então µ se estende a uma
medida de probabilidade na σ-álgebra de Borel de M .
Demonstração. Está feita com detalhes em (VIANA; OLIVEIRA, 2016).
Definição 6. Sejam pM,B1q e pN,B2q espaços mensuráveis. Dizemos que uma função
f :M Ñ N é mensurável se
f´1pAq P B1, para todo A P B2.
Definição 7. Dado um conjunto M , uma família não vazia C de subconjuntos de M , com
M P C, é uma classe monótona se satisfaz as seguintes propriedades:
(a) Se pAnqnPN for uma sequência de elementos de C tal que A1 Ď A2 Ď A3 Ď ..., então
8ď
n“1
An P C
(a) Se pBnqnPN for uma sequência de elementos de C tal que B1 Ě B2 Ě B3 Ě ..., então
8č
n“1
Bn P C.
Observação 3. Note que se pCiqiPI for uma família de classes monótonas, então XiPICi é
uma classe monótona.
Teorema 4 (das Classes Monótonas). Se pCiqiPI for a família de todas as classes monótonas
que contém uma álgebra A, então XiPICi “ σpAq.
Proposição 2. Sejam A uma álgebra numa variedade M , µ uma medida de probabilidade
na σ-álgebra gerada σpAq e f :M ÑM uma bijeção tal que
f´1pAq P A e µpf´1pAqq “ µpAq, para todo A P A.
Então:
(a) f´1pAq P σpAq, para todo A P σpAq
(b) µpf´1pAqq “ µpAq, para todo A P σpAq.
Demonstração. (a) O conjunto dado por
C1 “ tA P σpAq; f´1pAq P σpAqu
é uma classe monótona, pois M P C1 e valem as propriedades:
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(i) Dados Ai P C1, com Ai Ď Ai`1, temos
8ď
i“1
Ai P σpAq e f´1
˜ 8ď
i“1
Ai
¸
“
8ď
i“1
f´1pAiq P σpAq,
mostrando que Y8i“1Ai P C1.
(ii) Dados Ai P C1, com Ai Ě Ai`1, temos
8č
i“1
Ai P σpAq e f´1
˜ 8č
i“1
Ai
¸
“
8č
i“1
f´1pAiq P σpAq,
mostrando que X8i“1Ai P C1.
Como A Ď C1, se denotarmos por pCiqiPI a família das classes monótonas que contém
A, então
σpAq “
č
iPI
Ci Ď C1,
provando o item (a).
(b) O conjunto dado por
C2 “ tA P σpAq; µpf´1pAqq “ µpAqu
é uma classe monótona, pois M P C2 e valem as propriedades:
(i) Dados Ai P C2, com Ai Ď Ai`1, temos
8ď
i“1
Ai P σpAq e µpf´1pAiqq “ µpAiq, para todo i P N.
Como f´1pAiq Ď f´1pAi`1q, temos também
Nď
i“1
f´1pAiq “ f´1pANq.
Logo
µ
˜
f´1
˜ 8ď
i“1
Ai
¸¸
“ µ
˜ 8ď
i“1
f´1pAiq
¸
“ lim
NÑ`8µ
˜
Nď
i“1
f´1pAiq
¸
“ lim
NÑ`8µ
`
f´1pANq
˘
“ lim
NÑ`8µpANq
“ lim
NÑ`8µ
˜
Nď
i“1
Ai
¸
“ µ
˜ 8ď
i“1
Ai
¸
,
mostrando que Y8i“1Ai P C2.
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(ii) Dados Ai P C2, com Ai Ě Ai`1, temos
8č
i“1
Ai P σpAq e µpf´1pAiqq “ µpAiq, para todo i P N.
Como f´1pAiq Ě f´1pAi`1q, temos também
Nč
i“1
f´1pAiq “ f´1pANq.
Logo
µ
˜
f´1
˜ 8č
i“1
Ai
¸¸
“ µ
˜ 8č
i“1
f´1pAiq
¸
“ lim
NÑ`8µ
˜
Nč
i“1
f´1pAiq
¸
“ lim
NÑ`8µ
`
f´1pANq
˘
“ lim
NÑ`8µpANq
“ lim
NÑ`8µ
˜
Nč
i“1
Ai
¸
“ µ
˜ 8č
i“1
Ai
¸
,
mostrando que X8i“1Ai P C2.
Como A Ď C2, se denotarmos por pCiqiPI a família das classes monótonas que contém
A, então
σpAq “
č
iPI
Ci Ď C2,
provando o item (b).
Proposição 3. Seja pM,B, µq um espaço de probabilidade.
(a) Sejam f, g :M Ñ R funções mensuráveis e a, b P R. Então as funções
paf ` bgqpxq “ afpxq ` bgpxq e pf.gqpxq “ fpxq.gpxq
são mensuráveis.
(b) Se fn :M Ñ r´8,`8s é uma sequência de funções mensuráveis, então as funções
spxq “ sup
n
tfnpxqu e ipxq “ inf
n
tfnpxqu
f˚pxq “ lim sup
n
tfnpxqu e f˚pxq “ lim inf
n
tfnpxqu
são mensuráveis.
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(c) Se ϕ :M Ñ R for uma função mensurável limitada, então as funções
ϕ`pxq “ maxtϕpxq, 0u e ϕ´pxq “ maxt´ϕpxq, 0u
são mensuráveis.
Teorema 5 (Convergência Monótona). Seja pM,B, µq um espaço de probabilidade. Se
fn :M Ñ r0,`8s for uma sequência monótona crescente de funções integráveis, então a
função definida por fpxq “ lim
nÑ`8 fnpxq é integrável e
lim
nÑ`8
ż
fndµ “
ż
fdµ.
Teorema 6 (Convergência Dominada). Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade e
fn : M Ñ R uma sequência de funções integráveis. Suponha que existe uma função
integrável h : M Ñ R tal que |fnpxq| ď |hpxq|, para µ-quase todo x P M , e suponha que
lim
nÑ`8 fnpxq “ fpxq existe, para µ-quase todo x PM . Então f é integrável e
lim
nÑ`8
ż
fndµ “
ż
fdµ.
Definição 8. Sejam ν, µ medidas definidas em pM,Bq. Dizemos que ν é absolutamente
contínua com relação a µ, e escrevemos ν ! µ, se para todo A P B,
µpAq “ 0 ñ νpAq “ 0.
Quando ν ! µ e µ ! ν, dizemos que ν e µ são equivalentes.
Teorema 7 (Derivada de Radon-Nikodym). Sejam ν, µ medidas definidas em pM,Bq. Se
ν ! µ, então existe uma função mensurável f P L1pX,B, µq, com f ě 0, tal que
νpAq “
ż
A
fdµ,
para todo A P B.
Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade, N um conjunto e f : M Ñ N
uma função. Então, a família de subconjuntos de N dada por
pB “ tQ Ď N ; f´1pQq P Bu
é uma σ-álgebra e a função denotada por f˚µ : pB Ñ r0,`8q e definida por
f˚µpQq “ µpf´1pQqq, para cada Q P pB
é uma medida de probabilidade. Assim, temos o espaço de probabilidade pN, pB, f˚µq. No
caso particular de uma função mensurável f :M ÑM , a função f˚µ : B Ñ r0,`8q, dada
pela expressão
f˚µpAq “ µpf´1pAqq, para todo A P B
define uma outra medida de probabilidade na σ-álgebra B.
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Teorema 8 (Mudança de Variável). Seja pM,B, µq um espaço de probabilidade e sejam
f : M Ñ M e ϕ : M Ñ R funções mensuráveis, com ϕ limitada num subconjunto
mensurável B ĎM . Então ż
f´1pBq
pϕ ˝ fqdµ “
ż
B
ϕdf˚µ.
Demonstração. Se ϕ for a função característica, ϕ “ χB, a igualdade acima é verdadeira
por ser equivalente a µpf´1pBqq “ f˚µpBq. Se ϕ for uma função simples, ou seja, uma
combinação de funções características
ϕ “
nÿ
i“1
aiχAi ,
onde a1, a2, ..., an P R são constantes e A1, A2, ..., An são conjuntos mensuráveis disjuntos,
pela linearidade da integral, também obtemos a igualdade. No caso de ϕ ser uma função
mensurável mais geral, a igualdade segue do fato conhecido de que ϕ é o limite de uma
sequência de funções simples.
Teorema 9 (Mudança de Variável). Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade, N um
conjunto e f :M Ñ N uma função. Suponha que ϕ : N Ñ R seja uma função mensurável,
com relação ao espaço de probabilidade pN, pB, f˚µq, e que ϕ seja limitada num subconjuntopB-mensurável B Ď N . Então ż
f´1pBq
pϕ ˝ fqdµ “
ż
B
ϕdf˚µ.
Demonstração. Análoga ao caso anterior.
1.2 Desintegração de medidas
Definição 9. Seja pM,Bq um espaço mensurável. Uma partição P de M é uma família
de subconjuntos mensuráveis, dois a dois disjuntos, tal queď
APP
A “M.
Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade e P uma partição de M . Podemos
definir, em M , a seguinte relação de equivalência:
x „ y ô Ppxq “ Ppyq,
onde Ppxq é o elemento da partição P que contém o ponto x. Assim, o conjunto quociente
M{ „“ P “ tPpxq; x PMu
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pode ser munido de uma estrutura de espaço de probabilidade da seguinte forma: Primeiro,
considere a projeção natural
pi :M Ñ P
x ÞÑ Ppxq
depois, defina em P a σ-álgebra
pB “ tQ Ď P ; pi´1pQq P Bu
e a seguinte medida de probabilidade:
pµpQq “ µppi´1pQqq, para cada Q P pB.
Desta forma, obtemos o espaço de probabilidade pP , pB, pµq.
Dizemos que uma sequência de partições enumeráveis pPnqnPN é crescente, ou
que Pn é menos fina do que Pn`1, e escrevemos Pn ă Pn`1, se todo elemento de Pn`1 está
contido em algum elemento de Pn. Denotando
8ł
n“1
Pn “
# 8č
n“1
Pn;
8č
n“1
Pn ‰ m e Pn P Pn, para todo n P N
+
,
segue que
8ł
n“1
Pn é a partição menos fina tal que
Pn ă
8ł
n“1
Pn, para todo n P N.
Definição 10. Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade e P uma partição de M .
Dizemos que P á uma partição mensurável se existe algum conjunto mensurável M0 Ď
M , com µpM0q “ 1, tal que, restrito a M0,
P “
8ł
n“1
Pn,
para alguma sequência crescente P1 ă P2 ă ... ă Pn ă ... de partições enumeráveis.
A definição acima é equivalente à seguinte definição:
Definição 11. Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade e P uma partição de M .
Dizemos que P á uma partição mensurável se existe algum conjunto mensurável M0 Ď
M , com µpM0q “ 1, e uma família enumerável tAn;n P Nu de conjuntos mensuráveis tais
que, para cada P P P, existe uma sequência Bn P tAn,MzAnu, que depende de P , tal que
P XM0 “
8č
n“1
pBn XM0q.
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Definição 12. Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade e P uma partição de M . Uma
desintegração de µ relativamente a P é uma família tµP : P P Pu de probabilidades,
definidas na σ-álgebra B, com as seguintes propriedades:
(a) µP pP q “ 1 para pµ-quase todo P P P;
(b) Para toda ϕ P L1pM,B, µq, a função P Ñ R, dada por P ÞÑ
ż
M
ϕdµP , é pµ-mensurável
e ż
M
ϕdµ “
ż
P
ˆż
M
ϕdµP
˙
dpµ.
Observação 4. Segue do item (b) que, para todo conjunto mensurável E ĎM , a função
P ÞÑ µP pEq é pµ-mensurável e
µpEq “
ż
P
µP pEqdpµ.
Exemplo 1. Para um caso simples de desintegração basta considerar P “ tP1, ..., Pnu
uma partição finita de M formada por subconjuntos mensuráveis, com µpPjq ą 0, e a
medida quociente dada por pµptPjuq “ µpPjq. Então, a família tµ1, ..., µnu de probabilidades
dada por
µjpEq “ µpE X Pjq
µpPjq , para todo conjunto mensurável E ĎM,
é uma desintegração de µ relativamente a P, pois satisfaz às propriedades (a) e (b) da
definição, onde
µpEq “
nÿ
j“1
µjpEqpµptPjuq.
O seguinte teorema, provado em (VIANA; OLIVEIRA, 2016), mostra que, para
σ- álgebras enumeravelmente geradas, a desintegração é essencialmente única.
Teorema 10. Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade e P uma partição de M .
Suponha que a σ- álgebra B admita um gerador enumerável. Se tµP : P P Pu e tνP : P P Pu
são desintegrações de µ com relação a P, então µp “ νP para pµ-quase todo P P P.
Enunciaremos agora os teoremas da desintegração de Rokhlin e desintegração
ergódica. As demonstrações apresentadas encontram-se na referência (VIANA; OLIVEIRA,
2016).
Teorema 11 (Desintegração de Rokhlin). Seja P uma partição mensurável de um espaço
métrico compacto M e µ uma probabilidade definida na σ- álgebra de Borel B. Então existe
uma desintegração de µ em relação a P.
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Demonstração. Suponha que P seja uma partição mensurável de M . Então existem uma
sequência crescente de partições enumeráveis P1 ă P2 ă ... ă Pn ă ... e um conjunto
M0 ĎM , com µpM0q “ 1, tais que, restrito a M0, temos a igualdade
P “
8ł
n“1
Pn.
Sendo assim, para cada função mensurável limitada ϕ : M Ñ R, podemos definir uma
sequência de funções enpϕq :M Ñ R dada por
enpϕqpxq “
$’&’%
1
µpPnpxqq
ż
Pnpxq
ϕdµ se µpPnpxqq ą 0,
0 se µpPnpxqq “ 0,
onde Pnpxq é o elemento da partição Pn que contém o ponto x. Como, para todo y P Pnpxq,
vale Pnpyq “ Pnpxq, segue que, para todo n P N, a função enpϕq é constante em cada
Pnpxq P Pn. Logo, para toda função mensurável limitada ϕ :M Ñ R, temos
ż
enpϕqdµ “
ÿ
Pnpxq
ż
Pnpxq
enpϕqdµ
“
ÿ
Pnpxq
ż
Pnpxq
„
1
µpPnpxqq
ż
Pnpxq
ϕdµ

dµ
“
ÿ
Pnpxq
„
1
µpPnpxqq
ż
Pnpxq
ϕdµ
 ż
Pnpxq
1dµ
“
ÿ
Pnpxq
„
1
µpPnpxqq
ż
Pnpxq
ϕdµ

µpPnpxqq
“
ÿ
Pnpxq
ż
Pnpxq
ϕdµ
“
ż
ϕdµ,
onde as somas acima envolvem apenas os elementos Pnpxq P Pn tais que µpPnpxqq ą 0.
Assim, mostramos que, para toda função mensurável limitada ϕ : M Ñ R, temos a
igualdade ż
enpϕqdµ “
ż
ϕdµ, para todo n P N. (1.2)
Lema 1. Para cada função mensurável limitada ϕ :M Ñ R, existe um conjunto Mϕ ĎM ,
com µpMϕq “ 1, tal que
(a) O limite lim
nÑ`8 enpϕqpxq existe para todo x PMϕ.
(b) A função epϕq :Mϕ Ñ R dada por
epϕqpxq “ lim
nÑ`8 enpϕqpxq
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é mensurável e é constante em cada P P P.
(c)
ż
epϕqdµ “
ż
ϕdµ.
Demonstração.
(a) Suponha que ϕ ě 0. Considerando α, β como sendo números racionais, seja Spα, βq o
conjuntos dos pontos x PM tais que
lim inf
n
enpϕqpxq ă α ă β ă lim sup
n
enpϕqpxq
Assim, a sequência penpϕqpxqqn diverge se, e somente se, x P Spα, βq para algum par de
números racionais α ă β, ou equivalentemente, o limite lim
nÑ`8 enpϕqpxq existe se, e somente
se,
x PMϕ “
č
α,βPQ
αăβ
Spα, βqc,
onde Spα, βqc é o complementar do conjunto Spα, βq.
Afirmação: O conjunto definido por
Mϕ “
č
α,βPQ
αăβ
Spα, βqc
satisfaz µpMϕq “ 1.
Como a interseção acima é enumerável, para provar a afirmação, basta mostrar que
µpSpα, βqq “ 0, para todo α ă β. Para isso, considere α, β racionais fixos. Para cada x P
Spα, βq, considere uma sequência de naturais 1 ď ax1 ă bx1 ă ax2 ă bx2 ă ... ă axi ă bxi ă ...
tal que
eaxi pϕqpxq ă α e ebxi pϕqpxq ą β, para todo i ě 1.
Os conjuntos definidos por
Ai “
ď
xPSpα,βq
Paxi pxq e Bi “
ď
xPSpα,βq
Pbxi pxq
satisfazem Spα, βq Ď Ai`1 Ď Bi Ď Ai, para todo i ě 1, pois Pn ă Pn`1 para todo n P N.
Logo Spα, βq está contido no conjunto
rS “ 8č
i“1
Bi “
8č
i“1
Ai. (1.3)
Como a sequência P1 ă P2 ă ... ă Pn ă Pn`1 ă ... é crescente, para quaisquer dois
conjuntos Paxi pxq e Paxj pxq, ou eles são disjuntos ou um deles está contido no outro. Logo,
os conjuntos Paxi pxq, que são maximais, são disjuntos dois a dois e, portanto, eles formam
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uma partição do conjunto Ai. Escolhendo apenas estes conjuntos Paxi pxq maximais que
têm medida positiva e usando a definição da função eaxi pϕq, obtemosż
Ai
ϕdµ “
ÿ
Pax
i
pxq
ż
Pax
i
pxq
ϕdµ ď
ÿ
Pax
i
pxq
αµpPaxi pxqq “ αµpAiq,
para todo i ě 1. Analogamente, para o conjunto Bi, temosż
Bi
ϕdµ “
ÿ
Pbx
i
pxq
ż
Pbx
i
pxq
ϕdµ ě
ÿ
Pbx
i
pxq
βµpPbxi pxqq “ βµpBiq,
mostrando que
βµpBiq ď
ż
Bi
ϕdµ e
ż
Ai
ϕdµ ď αµpAiq,
para todo i ě 1 e, como Bi Ď Ai e ϕ ě 0, segue que
βµpBiq ď
ż
Bi
ϕdµ ď
ż
Ai
ϕdµ ď αµpAiq.
Portanto,
βµpBiq ď αµpAiq, para todo i ě 1. (1.4)
Como Ai`1 Ď Bi Ď Ai, segue de (1.3) que
lim
iÑ`8µpBiq “ limiÑ`8µpAiq “ µprSq.
Sendo assim, fazendo i Ñ `8 em (1.4), obtemos βµprSq ď αµprSq. Logo µprSq “ 0 e,
como Spα, βq Ď rS, temos que µpSpα, βqq “ 0. Portanto µpMϕq “ 1, provando assim nossa
afirmação. Isto prova o item (a) quando ϕ ě 0. Para o caso geral de uma função mensurável
limitada qualquer ϕ :M Ñ R, podemos escrever ϕ “ ϕ` ´ ϕ´, onde as funções
ϕ`pxq “ maxtϕpxq, 0u e ϕ´pxq “ maxt´ϕpxq, 0u
são mensuráveis, limitadas e não negativas. Logo, pelo que acabamos de provar, existem
conjuntos Mϕ` ,Mϕ´ ĎM , com µpMϕ`q “ µpMϕ´q “ 1, tais que
lim
nÑ`8 enpϕ
`qpxq existe para todo x PMϕ`
e
lim
nÑ`8 enpϕ
´qpxq existe para todo x PMϕ´ .
Como enpϕq “ enpϕ`q ´ enpϕ´q, o conjunto Mϕ “ Mϕ` XMϕ´ é tal que µpMϕq “ 1 e o
limite
lim
nÑ`8 enpϕqpxq “ limnÑ`8 enpϕ
`qpxq ´ lim
nÑ`8 enpϕ
´qpxq
existe para todo x PMϕ, a prova do item (a) está completa.
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(b) Como as funções ϕ` e ϕ´ satisfazem o item (b), a função epϕq :Mϕ Ñ R dada por
epϕqpxq “ lim
nÑ`8 enpϕqpxq “ limnÑ`8 enpϕ
`qpxq ´ lim
nÑ`8 enpϕ
´qpxq “ epϕ`qpxq ´ epϕ´qpxq
é mensurável (veja Proposição 3) e é constante em cada P P P .
(c) De (1.2), temos que ż
enpϕqdµ “
ż
ϕdµ, para todo n P N.
Como, para µ-quase todo x PM ,
|enpϕqpxq| “
ˇˇˇˇ
1
µpPnpxqq
ż
Pnpxq
ϕdµ
ˇˇˇˇ
ď sup |ϕ|
e lim
nÑ`8 enpϕqpxq “ epϕqpxq, pelo Teorema 6, da convergência dominada, obtemosż
epϕqdµ “ lim
nÑ`8
ż
enpϕqdµ “
ż
ϕdµ,
mostrando que ż
epϕqdµ “
ż
ϕdµ.
Dado um conjunto mensurável A ĎM , no caso particular da função caracterís-
tica ϕ “ χA, a definição de enpϕq e o item (b) do lema acima nos dar
epϕqpxq “ lim
nÑ`8
µpPnpxq X Aq
µpPnpxqq . (1.5)
O conjunto PA definido por
PA “ tP P P ; Mϕ X P ‰ mu
satisfaz pµpPAq “ 1. Como epϕq, dada pelo lema acima, é constante em cada P P P, a
função EpAq : PA Ñ R dada por
EpAqpP q “ epϕqpxq, para qualquer x PMϕ X P (1.6)
está bem definida e é mensurável, pois epϕq “ EpAq ˝ pi |Mϕ . Além disso, do item (c) do
lema anterior e do Teorema 9, obtemosż
M
ϕdµ “
ż
Mϕ
epϕqdµ
“
ż
Mϕ“pi´1pPAq
EpAq ˝ pi |Mϕ dµ
“
ż
PA
EpAqdpi˚µ
“
ż
PA
EpAqdpµ,
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mostrando que ż
M
ϕdµ “
ż
PA
EpAqdpµ
e, como estamos supondo que ϕ “ χA, a equação acima é equivalente a
µpAq “
ż
PA
EpAqdpµ (1.7)
Sendo M um espaço métrico compacto, temos uma base enumerável de abertos
U “ tUn; n P Nu. Seja A a álgebra gerada por U . Assim, a álgebra A é enumerável, pois,
se denotarmos por An a álgebra gerada pela família finita tUi; 1 ď i ď nu, cada álgebra
An é enumerável já que é finita e, sendo
A “
8ď
n“1
An,
segue que A é enumerável. Além disso, a σ-álgebra gerada por A é a σ-álgebra de Borel
de M , isto é, σpAq “ B. Como, para todo conjunto A P A, temos pµpPAq “ 1 e sendo A
enumerável , o conjunto definido por
P˚ “
č
APA
PA
é pµ-mensurável por ser uma interseção enumerável e pµpP˚q “ 1. Agora, para cada P P P˚,
defina a função µP : AÑ r0, 1s por
µP pAq “ EpAqpP q.
Das equações (1.5) e (1.6) concluímos que
EpAqpP q “ lim
nÑ`8
µpPnpxq X Aq
µpPnpxqq
e, portanto µP pMq “ EpMqpP q “ 1. Além disso, cada µP é uma função aditiva, pois,
dados A,B P A, com AXB “ m, temos
µP pAYBq “ EpAYBqpP q
“ lim
nÑ`8
µpPnpxq X pAYBqq
µpPnpxqq
“ lim
nÑ`8
µppPnpxq X Aq Y pPnpxq XBqq
µpPnpxqq
“ lim
nÑ`8
µpPnpxq X Aq
µpPnpxqq ` limnÑ`8
µpPnpxq XBq
µpPnpxqq
“ EpAqpP q ` EpBqpP q
“ µP pAq ` µP pBq.
Logo, pela Proposição 1, cada função µP pode ser estendida a uma medida de probabilidade
µP : B Ñ r0, 1s (que denotaremos pelo mesmo símbolo µP ) definida na σ-álgebra de Borel
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B. Portanto, a seguinte afirmação conclui a prova do nosso teorema:
Afirmação: A família de probabilidades tµP : P P P˚u é uma desintegração de µ
relativamente à partição P˚.
De fato, vamos verificar que essa família satisfaz as propriedades (a) e (b) da Definição 12.
(a) Seja P P P˚ “
č
APA
PA Ď P . Como cada Pn é uma partição e
Pn ă
8ł
n“1
Pn “ P , para cada n P N,
existe um único Pn P Pn que contém P . Além disso,
P “
8č
n“1
Pn.
Para cada n P N fixo, temos Pm Ď Pn, para todo m ě n, pois Pn ă Pm. Sendo a medida
µP regular, existe uma sequência de abertos An1 , An2 , ..., Ani , ..., com Pn Ď Ani para todo i,
tal que
µP pPnq “ µP
˜ 8č
i“1
Ani
¸
. (1.8)
Como Pm Ď Pn Ď Ani , para todo m ě n, temos que
µP pAni q “ EpAni qpP q “ limmÑ`8
µpPm X Ani q
µpPmq “ limmÑ`8
µpPmq
µpPmq “ 1,
mostrando que µP pAni q “ 1, para todo i e, por (1.8), concluímos que µP pPnq “ 1. Portanto,
µP pP q “ µP
˜ 8č
n“1
Pn
¸
“ 1.
(b) Pelo item (b) do Lema 1, para cada A P A, a função P˚ Ñ R dada por
P ÞÑ µP pAq “ EpAqpP q
é mensurável (veja a definição de EpAqpP q em (1.6)) e, por (1.7), temos
µpAq “
ż
PA
EpAqdpµ
“
ż
P˚
EpAqdpµ
“
ż
P˚
µP pAqdpµ,
onde, na segunda igualdade, usamos o fato de que pµpP˚q “ pµpPAq “ 1. Em resumo,
provamos duas propriedades:
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piq Para todo A P A, a função P˚ Ñ R dada por
P ÞÑ µP pAq “ EpAqpP q
é mensurável.
piiq Para todo A P A, temos
µpAq “
ż
P˚
µP pAqdpµ.
A família de subconjuntos
C “ tA P B; A satisfaz as propriedades piq e piiq acimau
é uma classe monótona. De fato, se pAiqi Ă C for uma sequência crescente e pBiqi Ă C for
uma sequência decrescente de subconjuntos, então P ÞÑ µP pAiq é uma sequência crescente
de funções mensuráveis e P ÞÑ µP pBiq é uma sequência decrescente de funções mensuráveis.
Logo, denotando
A “
8ď
i“1
Ai e B “
8č
i“1
Bi
temos, pelos teoremas de convergência (5) e (6), que as funções
P ÞÑ µP pAq “ sup
i
µP pAiq e P ÞÑ µP pBq “ inf
i
µP pBiq
são mensuráveis. Além disso, temos
µpAq “ lim
iÑ`8µpAiq “ limiÑ`8
ż
P˚
µP pAiqdpµ “ ż
P˚
µP pAqdpµ
e
µpBq “ lim
iÑ`8µpBiq “ limiÑ`8
ż
P˚
µP pBiqdpµ “ ż
P˚
µP pBqdpµ,
mostrando que A,B P C, ou seja, que a família C é uma classe monótona. Portanto, sendo
C uma classe monótona que contém a álgebra A, pelo Teorema 4, obtemos B “ σpAq Ď C.
Assim, as propriedades piq e piiq são válidas para todo conjunto A P B. Logo, o item piiq é
equivalente a: Para todo A P B e ϕ “ χA, temosż
ϕdµ “
ż
P˚
ˆż
ϕdµP
˙
dpµ. (1.9)
Para finalizar, suponha que ϕ : M Ñ R seja uma função mensurável e limitada. Então,
existe uma sequência de funções simples ϕi :M Ñ R que converge uniformemente para ϕ.
Logo, a sequência de funções mensuráveis P ÞÑ
ż
ϕidµP converge uniformemente para a
função P ÞÑ
ż
ϕdµP . Portanto, a função P ÞÑ
ż
ϕdµP é mensurável e a equação (1.9) é
verdadeira.
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Definição 13. Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade e f : M Ñ M uma função
mensurável, que também chamaremos de sistema dinâmico. Dizemos que a medida µ
é f-invariante, ou que µ é invariante por f , ou ainda, que f preserva a medida µ se
µpf´1pAqq “ µpAq, para todo conjunto mensurável A ĎM .
Observação 5. Note que dizer que µ é f -invariante é equivalente a dizer que f˚µ “ µ.
Definição 14. Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade e f : M Ñ M uma função
mensurável. Dizemos que um conjunto mensurável A ĎM é invariante se
µ
`
A4 f´1pAq˘ “ 0,
onde A4 f´1pAq “ pAzf´1pAqq Y pf´1pAqzAq é a diferença simétrica entre os conjuntos
A e f´1pAq.
Definição 15. Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade, f : M Ñ M uma função
mensurável e suponha que µ seja f-invariante. Neste caso, dizemos que o par pf, µq é
ergódico, ou que a medida µ é ergódica, se para todo conjunto invariante A, tivermos
µpAq “ 0 ou µpAq “ 1.
Teorema 12 (Desintegração Ergódica). Sejam M um espaço métrico completo e separável,
f :M ÑM uma função mensurável e µ uma medida de probabilidade f -invariante. Então
existem um conjunto mensurável M0 Ď M com µpM0q “ 1, uma partição P de M0 em
subconjuntos mensuráveis e uma família de probabilidades tµP : P P Pu em M , com as
seguintes propriedades:
(a) µP pP q “ 1 para pµ-quase todo P P P;
(b) Para toda ϕ P L1pX,B, µq, a função P Ñ R, dada por P ÞÑ
ż
M
ϕdµP , é pµ-mensurável
e ż
M
ϕdµ “
ż
P
ˆż
M
ϕdµP
˙
dpµ.
(c) µP é f -invariante e ergódica para pµ-quase todo P P P.
Demonstração. Seja A a álgebra gerada por uma base enumerável de abertos de M . Então
A é enumerável e ela gera a σ-álgebra de Borel de M . Pelo Teorema de Birkhoff (veja
(KATOK; HASSELBLATT, 1995)), para cada conjunto mensurável A P A, o limite
τpA, xq “ lim
nÑ`8
1
n
n´1ÿ
j“0
χApf jpxqq,
existe para µ- quase todo ponto x P M . Assim, para cada A P A, existe um conjunto
MA Ď M , com µpMAq “ 1, tal que o limite τpA, xq acima existe para todo x P MA.
Considerando,
M0 “
č
APA
MA,
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temos que µpM0q “ 1, pois o conjunto MzM0 tem medida nula por ser uma união
enumerável de conjuntos de medida nula.
Seja P a partição de M0 dada pela seguinte relação de equivalência:
x „ y ô τpA, xq “ τpA, yq, para todo A P A.
Afirmação 1: A partição P , definida acima, é mensurável.
De fato, sejam tAk; k P Nu uma enumeração dos elementos da álgebra A e
tqk; k P Nu uma enumeração dos números racionais. Para cada n P N, seja Pn a partição
de M0 dada pela relação de equivalência: x „ y ô para todo i, j P t1, 2, ..., nu,
$’’’&’’’%
τpAi, xq ď qj e τpAi, yq ď qj
ou
τpAi, xq ą qj e τpAi, yq ą qj.
Assim, cada Pn é uma partição finita de M0 com, no máximo, 2n2 elementos.
Além disso, Pn ă Pn`1, para todo n P N, isto é, todo elemento de Pn`1 está contido em
algum elemento de Pn. Logo, x, y estão num mesmo elemento do conjunto
8ł
n“1
Pn “
# 8č
n“1
Pn;
8č
n“1
Pn ‰ m e Pn P Pn, @n
+
ô x, y P Pn P Pn para todo n P N
ô para todo i, j P N, temos
$’’’&’’’%
τpAi, xq ď qj e τpAi, yq ď qj
ou
τpAi, xq ą qj e τpAi, yq ą qj
ô τpAi, xq “ τpAi, yq, para todo i P N,
pois tqj; j P Nu “ Q é denso em R
ô τpA, xq “ τpA, yq, para todo A P tAi; i P Nu “ A
ô x, y estão num mesmo elemento do conjunto P .
Logo P “
8ł
n“1
Pn e, portanto, P é mensurável. Assim, pelo Teorema de Desinte-
gração de Rokhlin, existe uma desintegração tµp; P P Pu de µ em relação a P satisfazendo
as propriedades (a) e (b). Logo, para concluir a demonstração, basta provar a seguinte
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afirmação:
Afirmação 2: µP é invariante e ergódica para pµ-quase todo P P P .
Primeiro, note que todo conjunto P P P é invariante por f , pois, para todo
A P A,
τpA, fpxqq “ lim
nÑ`8
1
n
nÿ
j“1
χApf jpxqq
“ lim
nÑ`8
1
n
n´1ÿ
j“0
χApf jpxqq ´ 1
n
rχApxq ´ χApfnpxqqs
“ τpA, xq ´ lim
nÑ`8
1
n
rχApxq ´ χApfnpxqqs
“ τpA, xq,
mostrando que x e fpxq estão sempre num mesmo elemento de P . Sendo assim, a família
de probabilidades tf˚µp; P P Pu satisfaz:
f˚µppP q “ µppf´1pP qq “ µppP q “ 1,
para pµ-quase todo P P P. Além disso, sendo tµp; P P Pu uma desintegração, para todo
conjunto mensurável E ĎM , a função P Ñ R dada por
P ÞÑ f˚µppEq “ µppf´1pEqq
é mensurável e, sendo µ invariante por f , temos
µpEq “ µpf´1pEqq “
ż
P
µppf´1pEqqdpµ “ ż
P
f˚µppEqdpµ.
Portanto, a família tf˚µp; P P Pu é uma desintegração de µ em relação a P e, pela
unicidade da desintegração, segue que f˚µp “ µP , para pµ-quase todo P P P .
Para finalizar, mostraremos que µP é ergódica para pµ-quase todo P P P. De
fato, sendo µpM0q “ 1, temos que µP pM0XP q “ 1 para quase todo P P P . Logo, por uma
caracterização de ergodicidade, basta mostrar que, para qualquer conjunto mensurável
E ĎM , a função
x ÞÑ τpE, xq “ lim
nÑ`8
1
n
n´1ÿ
j“0
χEpf jpxqq
está bem definida e é constante em M0 X P .
Para isso, tome P P P fixo e considere a coleção de subconjuntos de M dada
por
C “ tE ĎM ;E é mensurável e τpE, xq está bem definido e é constante em M0 X P u.
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Dado A P A, da definição de M0, segue que τpA, xq está bem definida em
M0 X P e, pela definição da partição P, τpA, xq é constante em M0 X P . Sendo assim,
temos que A Ď C. Além disso, dados E1, E2 P C, com E1 Ď E2, temos
τpE2zE1, xq “ lim
nÑ`8
1
n
n´1ÿ
j“0
χE2zE1pf jpxqq
“ lim
nÑ`8
1
n
n´1ÿ
j“0
rχE2pf jpxqq ´ χE1pf jpxqqs
“ τpE2, xq ´ τpE1, xq,
o que implica que E2zE1 P C. Em particular, se E P C, então Ec “ MzE P C, pois
M P A Ď C.
Além disso, para qualquer família pEiq8i“1 Ă C de conjuntos dois a dois disjuntos,
temos que
τpY8i“1Ei, xq “ limnÑ`8
1
n
n´1ÿ
j“0
χY8i“1Eipf jpxqq
“ lim
nÑ`8
1
n
n´1ÿ
j“0
« 8ÿ
i“1
χEi
ff
pf jpxqq
“ lim
nÑ`8
1
n
n´1ÿ
j“0
8ÿ
i“1
χEipf jpxqq
“
8ÿ
i“1
«
lim
nÑ`8
1
n
n´1ÿ
j“0
χEipf jpxqq
ff
“
8ÿ
i“1
τpEi, xq
está bem definido e é constante em M0 X P , mostrando que Y8i“1Ei P C.
Usando as propriedades acima, concluímos que C é uma classe monótona. De
fato, para quaisquer Aj, Bj P C, com Aj Ď Aj`1 e Bj Ě Bj`1, para todo j P N, temos
8ď
j“1
Aj “ A1
ď« 8ď
j“1
pAj`1zAjq
ff
P C e
8č
j“1
Bj “
˜ 8ď
j“1
Bcj
¸c
P C.
Pelo Teorema 4, das classes monótonas, segue que C contém a σ- álgebra de
Borel de M . Sendo assim, para todo conjunto mensurável e f -invariante E ĎM , temos
E P C e, consequentemente
τpE, xq “ lim
nÑ`8
1
n
n´1ÿ
j“0
χEpf jpxqq
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é constante em M0XP , com µP pM0XP q “ 1. Logo µP pEq “ 0 ou µP pEq “ 1 e, portanto,
µP é ergódica para pµ-quase todo P P P .
Para finalizar esta seção enunciaremos um teorema importante que será útil na
demonstração do nosso Teorema B.
Teorema 13 (Recorrência de Poincaré). Sejam pM,B, µq um espaço de probabilidade,
f :M ÑM uma função mensurável e suponha que µ seja uma medida f -invariante. Se
A ĎM for um conjunto mensurável com medida positiva, então para µ-quase todo x P A,
o conjunto tn P N; fnpxq P Au é infinito.
1.3 Folheações em Variedades
Definição 16. Seja M uma variedade de dimensão m ě 2 e classe C8. Uma folheação
de dimensão n, com 0 ă n ă m, e classe Cr é um atlas máximo F de classe Cr, com as
seguintes propriedades:
a) Se pU,ϕq P F , então ϕpUq “ D1 ˆD2 Ă Rn ˆ Rm´n, onde D1 e D2 são discos abertos
de Rn e Rm´n respectivamente;
b) Se pU,ϕq, pV, ψq P F são tais que U X V ‰ m, então a mudança de coordenada
ψ ˝ ϕ´1 : ϕpU X V q Ñ ψpU X V q
é da forma ψ ˝ ϕ´1px, yq “ ph1px, yq, h2pyqq, com px, yq P Rn ˆ Rm´n.
Observação 6. Boas referências sobre folheações e variedades são os livros (CAMACHO;
NETO, 1985) e (LEE, 2013).
Definição 17. Dizemos que uma folheação F de uma variedade M é minimal se todas
as folhas são densas em M .
Definição 18. Sejam pM,σq um espaço topológico e f : M Ñ M uma transformação
contínua. Dizemos que f é transitiva se existe x PM tal que a órbita tfnpxq : n P Nu é
densa em M . Neste caso, o ponto x é chamado de ponto transitivo para f .
Definição 19. Dizemos que um difeomorfismo f :M ÑM é robustamente transitivo
se existe uma vizinhança aberta Uf Ă DiffpMq, na topologia C1, tal que todo g P Uf é
transitivo.
Definição 20. Seja pM,B, µq um espaço de probabilidade. Dizemos que uma folheação F
de M tem desintegração atômica com relação à medida µ se, para toda carta folheada
pU,ϕq P F , as medidas condicionais (isto é, as medidas µx|UXF), obtidas da desintegração
de µ nas folhas de U , são somas de medidas de Dirac. Dizemos que a desintegração é
mono-atômica se cada medida condicional for apenas uma medida de Dirac.
Capítulo 1. Conceitos Preliminares 35
1.4 Folheações absolutamente contínuas
Nesta seção apresentaremos algumas definições e conceitos que serão utilizados
na demonstração do Teorema C, para mais detalhes veja (BRIN; STUCK, 2015).
Definição 21. Seja F uma folheação de uma variedade M . Dizemos que uma folheação
T é localmente transversal a F se, para cada ponto p P M , existir uma vizinhança
U Q p tal que U X Fp X Tp “ tpu e, além disso,
TpM “ TpFp ‘ TpTp.
Desta forma, uma holonomia (ou F-holonomia) entre duas folhas T1 e T2 de T é a função
hT1,T2 : T1 Ñ T2 definida por hT1,T2ppq “ Fp X T2.
Definição 22. Dizemos que uma folheação F de uma variedade M é transversalmente
absolutamente contínua se, para todo par de folhas T1 e T2 transversais a F , a F-
holonomia hT1,T2 entre T1 e T2 é absolutamente contínua em relação as medidas λT1 e λT2,
isto é, se A Ď T1 for tal que λT1pAq “ 0, então λT2phT1,T2pAqq “ 0 (aqui λT1 e λT2 são as
medidas das folhas T1 e T2, respectivamente).
Proposição 4. Seja F uma folheação de uma variedade compacta M . Então F é trans-
versalmente absolutamente contínua se, e somente se, para cada par de folhas T1 e T2
transversais a F , existe uma função mensurável positiva J : T1 Ñ R, tal que
λT2phT1,T2pAqq “
ż
T1
1AJdλT1 ,
para todo subconjunto mensurável A Ď T1.
Demonstração. Suponha que F seja transversalmente absolutamente contínua. Como
h´1T2,T1 “ hT1,T2 , dado um subconjunto B Ď T1, com λT1pBq “ 0, temos
phT2,T1q˚λT2pBq “ λT2ph´1T2,T1pBqq “ λT2phT1,T2pBqq “ 0,
mostrando que phT2,T1q˚λT2 ! λT1 e, pelo Teorema 7, de Radon-Nikodym, existe uma
função mensurável positiva J : T1 Ñ R, tal que
λT2phT1,T2pAqq “ phT2,T1q˚λT2pAq “
ż
T1
1AJdλT1 ,
para todo subconjunto mensurável A Ď T1. A recíproca é imediata.
Definição 23. Seja F uma folheação de classe C1 de uma variedade M . Dada uma
folheação L de classe C1 e localmente transversal a F , dizemos que F é uma folheação
absolutamente contínua (ou folheação absolutamente contínua em relação a L) se,
para cada carta folheada U e para cada L P L que intercepta U , existe uma família de
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funções mensuráveis positivas δx : Fx X U Ñ R, com x P L, (chamadas de densidades
condicionais) tal que, para todo conjunto mensurável A Ď U ,
µpAq “
ż
L
„ż
FxXU
1Apx, yqδxpyqdλFxpyq

dλLpxq,
onde χApx, .q : U Ñ t0, 1u, com x P L, é uma família de funções característica de A.
A propriedade de uma folheação ser transversalmente absolutamente contínua
é sempre mais forte do que a continuidade absoluta, como mostra o próximo resultado
cuja demonstração pode ser encontrada em (BRIN; STUCK, 2015).
Proposição 5. Seja M uma variedade compacta. Então, toda folheação W de M trans-
versalmente absolutamente contínua é absolutamente contínua.
Definição 24. Seja F uma folheação de uma variedade M . Então:
(i) F é inferiormente absolutamente contínua se, dada uma carta folheada pU,ϕq,
para µ-quase todo x P U , a medida da folha λFx é absolutamente contínua em relação
a medida desintegrada µx, isto é,
λFx ! µx, para µ´ quase todo x P U.
(ii) F é superiormente absolutamente contínua se, dada uma carta folheada
pU,ϕq, para µ-quase todo x P U , a medida desintegrada µx é absolutamente contínua
em relação a medida da folha λFx, isto é,
µx ! λFx , para µ´ quase todo x P U.
(iii) F é inferiormente e superiormente absolutamente contínua se, dada uma
carta folheada pU,ϕq, para µ-quase todo x P U , a medida da folha λFx é equivalente
a medida desintegrada µx, isto é,
λFx ! µx e µx ! λFx , para µ´ quase todo x P U.
Observação 7. Na definição acima, estamos pensando na medida desintegrada µx como
sendo a restrição µx |Fx que, pela teoria da desintegração de medidas, é uma medida de
probabilidade na subvariedade Fx.
1.5 Sistemas Hiperbólicos
Nesta seção enunciaremos alguns resultados de (PONCE; TAHZIBI; VARÃO,
2014). Como esses autores abordam desintegrações em sistemas dinâmicos parcialmente
hiperbólicos, falaremos brevemente um pouco destes conceitos (veja também (HAMMER-
LINDL, 2009)).
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Definição 25. Seja M uma variedade compacta. Um difeomorfismo f : M Ñ M é
chamado de parcialmente hiperbólico se existem constantes λ ă α1 ă 1 ă α2 ă µ e
C ą 0 tais que, para todo x PM , existe uma decomposição do espaço tangente TxM em
soma direta
TxM “ Eux ‘ Ecx ‘ Esx,
com DxfEτx “ Eτfpxq, para todo τ P ts, c, uu e
1
C
µn}v} ă }pDxfqnv}, para todo v P Euxzt0u
1
C
αn1 }v} ă }pDxfqnv} ă Cαn2 }v}, para todo v P Ecxzt0u
}pDxfqnv} ă Cλn}v}, para todo v P Esxzt0u.
Observação 8. É possível escolher uma métrica em M (chamada de métrica adaptada)
de tal forma que C “ 1 na definição acima. Neste caso, segue das desigualdades acima
que,
}pDxfqnvs} ă }pDxfqnvc} ă }pDxfqnvu},
para todo vetor unitário vτ P Eτx , com τ P ts, c, uu. Além disso, temos }pDxfqn|Esx} ă 1 e
}pDxfq´n|Eux} ă 1.
Definição 26. Seja f :M ÑM um difeomorfismo definido numa variedade compacta M .
Dizemos que f é um difeomorfismo de Anosov se, para todo x PM , o espaço tangente
TxM pode ser decomposto como uma soma direta de subespaços
TxM “ Esx ‘ Eux ,
com as seguintes propriedades:
paq DxfpEsxq “ Esfpxq e DxfpEuxq “ Eufpxq;
pbq Existem constantes λ P p0, 1q e C ą 0 tais que$’’’&’’’%
‖ pDxfqnpvq ‖ď Cλn ‖ v ‖ para todo v P Esx e n ě 0
e
‖ pDxfq´npvq ‖ď Cλn ‖ v ‖ para todo v P Eux e n ě 0
Exemplo 2. Para uma matriz A P SLpn,Zq hiperbólica, isto é, sem autovalores de módulo
um, o difeomorfismo hiperbólico linear
fA : Tn Ñ Tn
rxs Ñ rAxs
é um difeomorfismo de Anosov que é chamado de Anosov linear associado a matriz A.
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Definição 27. Um difeomorfismo f : Tn Ñ Tn é chamado de Derivado de Anosov, ou
simplesmente DA, se ele for parcialmente hiperbólico e for homotopicamente equivalente a
algum difeomorfismo hiperbólico linear fA.
Observação 9. Se o difeomorfismo f : Tn Ñ Tn for um DA, seu Anosov linear associado
fA é único.
Teorema 14 (G. Ponce, A. Tahzibi, R. Varão). Existe um subconjunto aberto U Ď
DiffV olpT3q no espaço dos difeomorfismos f : T3 Ñ T3 parcialmente hiperbólicos que
preservam volume tal que, para todo g P U , a folheação central de g é minimal e ainda
mensurável (em relação à medida de Lebesgue) como partição.
Teorema 15 (G. Ponce, A. Tahzibi, R. Varão). Seja f : T3 Ñ T3 um difeomorfismo DA,
que tem medida de volume invariante e ergódica. Se o volume tem desintegração atômica
nas folhas centrais, então a desintegração é mono atômica.
Definição 28. Seja f : M Ñ M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico numa
variedade compacta M . Definimos os expoentes de Lyapunov de f no ponto x em
relação aos espaços Eu, Ec e Es por
λτ pxq “ lim
nÑ`8
1
n
log}pDxfqnv},
onde v P Eτ e τ P tu, c, su.
Teorema 16 (G. Ponce, A. Tahzibi, R. Varão). Seja f : T3 Ñ T3 um difeomorfismo DA,
que preserva volume. Suponha que sua linearização fA tenha decomposição
TAM “ Eus ‘ Euω ‘ Es
(onde Eus e Euω correspondem às folhas instável forte e instável fraca, respectivamente). Se
f tem λcpxq ă 0 para quase todos os pontos x P T3 (em relação a medida de volume), então
o volume tem desintegração atômica nas folhas F cf e, consequentemente, a desintegração é
mono atômica.
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2 Resultados principais
2.1 Teorema A
Teorema A. Sejam M uma variedade compacta de dimensão m e F uma folheação de M
por folhas não compactas de dimensão n (folheação cujas folhas são variedades imersas n-
dimensionais e não compactas), com 1 ď n ă m, que é invariante por um homeomorfismo
f :M ÑM , ou seja, fpFpxqq “ Fpfpxqq, e seja µ uma medida de probabilidade definida
na σ-álgebra de Borel de M tal que f˚µ “ µ. Suponha que pf, µq seja ergódico e que F é
contraída por f , isto é, para todos x, y PM , com x P Fpyq, temos
lim sup
nÑ`8
dFpfnpxq, fnpyqq “ 0. (2.1)
Se a partição de M pelas folhas de F é mensurável, então a desintegração de µ é mono-
atômica.
Demonstração. Como a partição deM pelas folhas é mensurável, existe uma desintegração
de µ em uma família de probabilidades tµx;x P Fpxq}. Sendo fpFpxqq “ Fpfpxqq, segue
que tf˚µf´1pxq;x P Fpxqu também é uma desintegração de µ e, pela unicidade, obtemos
f˚µf´1pxq “ µx, para µ-quase todo x PM .
Vamos definir, a partir de M , um novo espaço de probabilidade da seguinte
forma: Primeiro considere o conjunto
ĂM “ ď
xPM
ptxu ˆ pM X Fpxqqq,
isto é, ĂM é o conjunto dos pares ordenados da forma ξ “ px, yq, com x P M , y P Fpxq.
Agora, chamaremos de conjuntos básicos todos os subconjuntos de ĂM da formaď
xPB
ptxu ˆ pAX Fpxqqq, com A,B P B,
onde B é a σ-álgebra de Borel de M . Considerando a família de todos os conjuntos básicos
rC “ #ď
xPB
ptxu ˆ pAX Fpxqqq; com A,B P B
+
,
temos o seguinte lema:
Lema 2. A família de uniões finitas
rA “ # nď
i“1
rAi; com rAi P rC e n P N+
é uma álgebra de subconjuntos de ĂM .
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Demonstração. Os três itens abaixo provam nosso lema:
(i) Como M P B, temos que
ĂM “ ď
xPM
ptxu ˆ pM X Fpxqqq P rA.
(ii) É óbvio que o conjunto rA é fechado para uniões finitas.
(iii) O complementar de um conjunto básico«ď
xPB
ptxu ˆ pAX Fpxqqq
ffc
“
«ď
xPB
ptxu ˆ pAc X Fpxqqq
ffď« ď
xPBc
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
ff
é sempre a união de dois conjuntos básicos. Por outro lado, dados os conjuntos
básicos ď
xPBi
ptxu ˆ pAi X Fpxqqq, com i “ 1, 2, ..., r
temos A1 X A2 X ...X Ar P B e B1 XB2 X ...XBr P B. Assim,
rč
i“1
«ď
xPBi
ptxu ˆ pAi X Fpxqqq
ff
“
ď
xPB1XB2X...XBr
ptxu ˆ pA1 X A2 X ...X Ar X Fpxqqq
mostra que a interseção finita de conjuntos básicos é sempre um conjunto básico.
Consequentemente, como todo rA P rA é uma união finita de conjuntos básicos
rA “ nď
i“1
rAi,
o seu complementar é dado por
rAc “ nč
i“1
rAci “ nč
i“1
p rBi Y rCiq,
onde rBi e rCi são conjuntos básicos e, por distributividade, segue que rAc P rA poisrAc é uma união finita de interseções de conjuntos básicos. Portanto o conjunto rA é
fechado para o complementar.
Definiremos agora uma função σ-aditiva rµ : rA Ñ R` da seguinte forma: A
imagem pela rµ de cada conjunto básico
rAi “ ď
xPBi
ptxu ˆ pAi X Fpxqqq
é dada por rµp rAiq “ ż
Bi
µxpAiqdµ
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e a imagem de cada união finita de conjuntos básicos
nď
i“1
rAi P rA
é definida pela expressão
rµ˜ nď
i“1
rAi¸ “ nÿ
i“1
rµp rAiq ´ ÿ
1ďiăj
rµp rAi X rAjq ` ÿ
1ďiăjăk
rµp rAi X rAj X rAkq
´
ÿ
1ďiăjăkăp
rµp rAi X rAj X rAk X rApq ` ...` p´1qn´1rµp rA1 X rA2 X ...X rAnq.
Vamos usar o Teorema 3, da extensão de medidas, para obter, a partir de rµ, uma medida
de probabilidade na σ-álgebra gerada por rA, mas antes, vamos verificar se rµpĂMq “ 1 e serµ é realmente σ-aditiva nos seguintes itens:
(i) Sendo ĂM “ ď
xPM
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
um conjunto básico, segue que
rµpĂMq “ ż
M
µxpMqdµ “ 1.
(ii) Para mostrar a σ-aditividade usaremos o Teorema 2, da continuidade no vazio.
Pela forma como foi definida a função rµ é claro que, para qualquer família finitarA1, rA2, ..., rAn P rA de conjuntos disjuntos, temos
rµ˜ nď
i“1
rAi¸ “ nÿ
i“1
rµp rAiq,
mostrando que rµ é finitamente aditiva. Para verificar a propriedade da continuidade
no vazio, considere uma sequência decrescente rA1 Ě rA2 Ě ... Ě rAi Ě ... de elementos
da álgebra rA tal que X8i“1 rAi “ m e provaremos que
lim
iÑ`8 rµp rAiq “ 0.
De fato, cada conjunto rAi é uma união finita de conjuntos básicos, isto é,
rAi “ niď
j“1
»–ď
xPBij
ptxu ˆ pAij X Fpxqqq
fifl .
A família de conjuntos dada por
Bi “
niď
j“1
Bij
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satisfaz Bi Ě Bi`1. De fato,
x P Bi`1 “
ni`1ď
j“1
Bi`1j ñ x P Bi`1j0 , para algum j0 P t1, 2, ..., ni`1u
ñ txu ˆ pAi`1j0 X Fpxqq Ď rAi`1 Ď rAi
ñ txu ˆ pAi`1j0 X Fpxqq Ď rAi
ñ x P Bij00 , para algum j00 P t1, 2, ..., niu
ñ x P
niď
j“1
Bij “ Bi,
mostrando que Bi Ě Bi`1. Agora, considerando o conjunto
B :“
8č
i“1
Bi ĎM
temos a seguinte união disjunta
rAi “ ˜ rAi X˜ď
xPB
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
¸¸ ‚ď˜rAi X˜ ď
xPBc
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
¸¸
e, portanto
rµp rAiq “ rµ˜ rAi X˜ď
xPB
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
¸¸
` rµ˜ rAi X˜ ď
xPBc
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
¸¸
.
Então, basta mostrar que cada parcela da soma acima tem limite zero quando iÑ `8.
De fato, para o segundo conjunto da união disjunta acima, temos a inclusão
rAi X˜ ď
xPBc
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
¸
Ď
ď
xPBiXBc
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
e, pela definição da função rµ,
rµ˜ ď
xPBiXBc
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
¸
“
ż
BiXBc
µxpMqdµ “ µpBi XBcq.
Portanto rµ˜ rAi X˜ ď
xPBc
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
¸¸
ď µpBi XBcq. (2.2)
Sendo Bi Ě Bi`1, segue que
Bi XBc “
˜
ič
l“1
Bl
¸
XBc,
além disso, temos a sequência decrescente Bi XBc Ě Bi`1 XBc. Como
8č
i“1
pBi XBcq “
8č
i“1
˜
ič
l“1
Bl
¸
XBc “
˜ 8č
i“1
Bi
¸
XBc “ B XBc “ m
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e µ é σ-aditiva, temos, pelo Teorema 2, da continuidade no vazio, que
lim
iÑ`8 “ µpBi XB
cq “ 0
e, por (2.2), concluímos que
lim
iÑ`8 rµ
˜ rAi X˜ ď
xPBc
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
¸¸
“ 0. (2.3)
Por outro lado, pela definição da função rµ, temos
rµ˜ rAi X˜ď
xPB
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
¸¸
“ rµ˜ď
xPB
rAi X ptxu ˆ pM X Fpxqqq¸
“
ż
B
µxpAipxqqdµ, (2.4)
onde Aipxq “ ty P Fpxq; px, yq P rAiu e, como rAi Ě rAi`1 e X8i“1 rAi “ m, para cada x P B,
Aipxq Ě Ai`1pxq e
8č
i“1
Aipxq “ m
e, sendo cada µx σ-aditiva, temos
lim
iÑ`8µxpAipxqq “ 0.
Sendo assim, a sequência de funções mensuráveis fi : B Ñ R` dada por fipxq “ µxpAipxqq
é tal que |fipxq| ď 1 e lim
iÑ`8 fipxq “ 0. Logo, pelo Teorema 6, da convergência dominada,
obtemos
lim
iÑ`8
ż
B
µxpAipxqqdµ “ lim
iÑ`8
ż
B
fidµ “ 0
e, por (2.4), concluímos que
lim
iÑ`8 rµ
˜ rAi X˜ď
xPB
ptxu ˆ pM X Fpxqqq
¸¸
“ 0. (2.5)
De (2.3) e (2.5) segue que lim
iÑ`8 rµp rAiq “ 0, provando que a função rµ : rAÑ R` é σ-aditiva.
Portanto, pelo Teorema 3, da extensão de medidas, existe uma única medida de proba-
bilidade, que estende rµ, definida na σ-álgebra gerada rB :“ σp rAq que, para simplificar,
denotaremos pelo mesmo símbolo rµ.
Lema 3. A função rf : ĂM ÝÑ ĂM
px, yq ÞÑ pfpxq, fpyqq
é uma bijeção rB-mensurável com inversa rB-mensurável e rf˚rµ “ rµ.
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Demonstração. Sendo f um homeomorfismo, segue que rf é claramente uma bijeção e com
inversa rf´1px, yq “ pf´1pxq, f´1pyqq.
Quanto à mensurabilidade de rf (a prova da mensurabilidade de rf´1 é análoga), basta
observar que, para cada conjunto básico
rAi “ ď
xPBi
ptxu ˆ pAi X Fpxqqq,
sua imagem inversa
rf´1p rAiq “ ď
xPBi
rf´1pptxu ˆ pAi X Fpxqqqq
“
ď
xPBi
ptf´1pxqu ˆ pf´1pAiq X Fpf´1pxqqqq
“
ď
f´1pxqPf´1pBiq
ptf´1pxqu ˆ pf´1pAiq X Fpf´1pxqqqq
“
ď
yPf´1pBiq
ptyu ˆ pf´1pAiq X Fpyqqq
é um conjunto básico, pois f´1pAiq, f´1pBiq P B. Além disso,
rµp rf´1p rAiqq “ ż
f´1pBiq
µypf´1pAiqqdµpyq “
ż
f´1pBiq
f˚µypAiqdµpyq “
ż
f´1pBiq
µfpyqpAiqdµpyq,
onde, na última igualdade, usamos o fato de que f˚µy “ µfpyq para µ-qtp. Assim,
rµp rf´1p rAiqq “ ż
f´1pBiq
µfpyqpAiqdµpyq. (2.6)
Considerando a função f : f´1pBiq Ñ Bi e a função mensurável limitada ϕ : Bi Ñ R dada
por ϕpzq “ µzpAiq temos, pelo Teorema 8, da mudança de variável, queż
f´1pBiq
pϕ ˝ fqdµ “
ż
Bi
ϕdf˚µ
e, sendo pϕ ˝ fqpyq “ µfpyqpAiq, ϕpzq “ µzpAiq e f˚µ “ µ, segue queż
f´1pBiq
µfpyqpAiqdµpyq “
ż
Bi
µzpAiqdµpzq “ rµp rAiq. (2.7)
As equações (2.6) e (2.7) provam que rµp rf´1p rAiqq “ rµp rAiq, para todo conjunto básico rAi.
Logo, como a imagem inversa preserva as operações de conjuntos, para toda união finita
de conjuntos básicos rA “ nď
i“1
rAi P rA,
os conjuntos rf´1p rAiq são básicos e
rf´1p rAq “ nď
i“1
rf´1p rAiq P rA.
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Tendo em vista que rµp rf´1p rAiqq “ rµp rAiq, para todo conjunto básico rAi, usando a expressão
que define a função rµ na união finita de conjuntos básicos e o fato dos conjuntos básicos
serem fechados para interseções, obtemos
rµ˜ nď
i“1
rf´1p rAiq¸ “ rµ˜ nď
i“1
rAi¸ “ rµp rAq
e, consequentemente
rµp rf´1p rAqq “ rµ˜ nď
i“1
rf´1p rAiq¸ “ rµp rAq.
Portanto, rf´1p rAq P rA e rµp rf´1p rAqq “ rµp rAq, para todo rA P rA
e, pela Proposição 2, o mesmo vale na σ-álgebra gerada rB “ σp rAq.
Lema 4. Para cada i P N, o conjunto
rDεi “ !px, yq P ĂM ; dFpf ipxq, f ipyqq ď ε)
é rµ-mensurável.
Demonstração. Os conjuntos da forma AˆB, com A,B abertos de M , geram a σ-álgebra
de Borel de M ˆM . Sendo
ĂM “ ď
xPM
ptxu ˆ pM X Fpxqqq ĎM ˆM
e
pAˆBq X ĂM “ ď
xPA
ptxu ˆ pB X Fpxqqq, para todos A,B ĎM abertos,
a σ-álgebra rB, que construímos acima, é a σ-álgebra dos Borelianos de ĂM . Como a composta
de funções contínuas F : ĂM Ñ R, dada por px, yq ÞÑ dFpf ipxq, f ipyqq, é mensurável, o
conjunto rDεi “ F´1pp´8, εsq é rµ-mensurável.
Lema 5. rµ˜ď
xPM
tpx, xqu
¸
“ 1.
Demonstração. Para cada ε ą 0, os conjuntos
rBεk “ "px, yq P ĂM ; sup
něk
dFpfnpxq, fnpyqq ď ε
*
são rµ-mensuráveis, pois rBεk “ 8č
i“k
rDεi ,
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com rDεi “ !px, yq P ĂM ; dFpf ipxq, f ipyqq ď ε)
e, pelo Lema 4 acima, os conjuntos rDεi são rµ-mensuráveis. Além disso,
8ď
k“1
rBεk “ ĂM e rBεk Ď rBεk`1, para todo k P N.
Consequentemente, como rµpĂMq “ 1, para ε “ 1{2, existe k1 P N tal que
rµ´ rB1{2k1 ¯ ě 1´ 12 ,
para ε “ 1{22, existe k2 P N, com k2 ą k1, tal que
rµ´ rB1{22k2 ¯ ě 1´ 122 ,
...
para ε “ 1{2j, existe kj P N, com kj ą kj´1, tal que
rµ´ rB1{2jkj ¯ ě 1´ 12j .
Como rf˚rµ “ rµ, temos que
rµ´ rfn ´ rB1{2jkj ¯¯ “ rµ´ rB1{2jkj ¯ , para todo n P N.
Logo, para cada j P N, os conjuntos
rP jk “ 8ď
n“k
rfn ´ rB1{2jkj ¯
satisfazem rP jk Ě rP jk`1, e ainda
rµ´ rP jk¯ ě rµ´ rfk ´ rB1{2jkj ¯¯ “ rµ´ rB1{2jkj ¯ ě 1´ 12j ,
para todo k P N, o que implica
rµ˜ 8č
k“0
rP jk
¸
“ lim
NÑ8 rµ
˜
Nč
k“0
rP jk
¸
“ lim
NÑ8 rµ´ rP jN¯ ě 1´ 12j ,
mostrando que
rµ˜ 8č
k“0
rP jk
¸
ě 1´ 12j .
Afirmação: Para todo j P N,
8č
k“0
rP jk Ď ď
xPM
`txu ˆBF rx, 1{2js˘ ,
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onde BF rx, 1{2js é a bola fechada na folha de centro x e raio 1{2j.
Como
8č
k“0
rP jk “ 8č
k“0
8ď
n“k
rfn ´ rB1{2jkj ¯ Ď 8ď
n“kj
rfn ´ rB1{2jkj ¯ , para qualquer kj,
basta mostrarmos que
8ď
n“kj
rfn ´ rB1{2jkj ¯ Ď ď
xPM
`txu ˆBF rx, 1{2js˘ . (2.8)
De fato,
px, yq P
8ď
n“kj
rfn ´ rB1{2jkj ¯ñ px, yq P rfkj`m ´ rB1{2jkj ¯ , para algum m P N,
logo
px, yq “ rfkj`mpx0, y0q “ pfkj`mpx0q, fkj`mpy0qq, com px0, y0q P rB1{2jkj
ñ px0, y0q P ĂM e dFpfkj`mpx0q, fkj`mpy0qq ď sup
někj
dFpfnpx0q, fnpy0qq ď 1{2j
ñ y P Fpxq e dFpx, yq ď 1{2j
ñ px, yq P
ď
xPM
`txu ˆBF rx, 1{2js˘ ,
provando (2.8). Portanto, para todo j P N, temos
8č
k“0
rP jk Ď ď
xPM
`txu ˆBF rx, 1{2js˘ ,
com rµ˜ 8č
k“0
rP jk
¸
ě 1´ 12j .
Consequentemente
rµ˜ď
xPM
`txu ˆBF rx, 1{2js˘¸ ě 1´ 12j
e, fazendo j Ñ `8, obtemos
rµ˜ď
xPM
tpx, xqu
¸
ě 1
e portanto
rµ˜ď
xPM
tpx, xqu
¸
“ 1.
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Sendo assim, pela definição da medida rµ, temos queż
M
µxptxuqdµ “ rµ˜ď
xPM
txu ˆ ptxu X Fpxqq
¸
“ rµ˜ď
xPM
tpx, xqu
¸
“ 1,
o que mostra que ż
M
µxptxuqdµ “ 1.
Portanto, o conjunto
N “ tx PM ; µxptxuq ą 0u
é tal que µpNq “ 1, ou seja, N é um conjunto de átomos com medida total.
Lema 6. Existe n0 P N tal que, para pµ-quase toda folha F , o conjunto F X N tem
exatamente n0 átomos.
Demonstração. Para cada δ ě 0, o conjunto
Aδ “ tx P N ; µxptxuq ą δu
é f -invariante, pois
x P Aδ ñ x P N e µxptxuq ą δ
ñ µfpxqptfpxquq “ f˚µxptfpxquq “ µxptxuq ą δ
ñ fpxq P N e µfpxqptfpxquq ą δ
ñ fpxq P Aδ,
mostrando que fpAδq Ď Aδ. Logo, pela ergodicidade de f , obtemos µpAδq “ 0 ou µpAδq “ 1
(note que µpA0q “ 1 e µpAδq “ 0, para δ ě 1). Considerando
δ0 “ suptδ; µpAδq “ 1u,
afirmamos que: para pµ-quase toda folha Fpxq P F , cada átomo x P F X N satisfaz
µxptxuq “ δ0 (aqui pµ “ pi˚µ é a medida no espaço quociente). De fato, pela definição de
supremo, temos
µpAδ0´1{nq “ 1, para todo n P N,
o que implica µxptxuq ą δ0 ´ 1{n, para todo n P N, consequentemente µxptxuq ě δ0. Por
outro lado,
Aδ0 “
`8ď
n“1
tx P N ; µxptxuq ą δ0 ` 1{nu ,
com µ ptx P N ; µxptxuq ą δ0` 1{nuq “ 0, para todo n P N. Logo µpAδ0q “ 0 e, consequen-
temente µxptxuq ď δ0. Portanto, para pµ-quase toda folha Fpxq P F , temos µxptxuq “ δ0 e,
sendo µx probabilidades, cada uma dessas folhas tem 1{δ0 “ n0 átomos.
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O próximo lema conclui a prova do Teorema A.
Lema 7. Para pµ-quase toda folha F , o conjunto F XN tem exatamente um átomo.
Demonstração. Dado ε ą 0, os conjuntos de átomos
En “
#
x P N ; sup
yPNXFpxq
dFpf jpxq, f jpyqq ă ε, para todo j ě n
+
satisfazem En Ď En`1, para todo n P N, e
8ď
n“0
En “ N.
Cada conjunto En é f - invariante pois
x P En ñ sup
yPNXFpxq
dFpf jpxq, f jpyqq ă ε, para todo j ě n
ñ sup
fpyqPNXFpfpxqq
dFpf jpfpxqq, f jpfpyqqq ă ε, para todo j ě n
ñ fpxq P En,
mostrando que fpEnq Ď En. Assim, pela ergodicidade de f , obtemos
µpEnq “ 0 ou µpEnq “ 1, para todo n P N
e, sendo
8ď
n“0
En “ N, com µpNq “ 1,
existe n0 P N tal que µpEn0q “ 1. Logo, pela invariância de f , o conjunto de átomos
fn0pEn0q satisfaz
µpfn0pEn0qq “ µpEn0q “ 1.
Além disso, para quaisquer y1, y2 P fn0pEn0q e na mesma folha, temos y1 “ fn0px1q e
y2 “ fn0px2q, com x1, x2 P En0 e, portanto
dFpy1, y2q “ dFpfn0px1q, fn0px2qq ă ε.
Em resumo, o argumento acima mostra que, para cada ε ą 0, existe sempre um conjunto
de átomos Eε, com µpEεq “ 1, tal que dFpy1, y2q ă ε, para todos y1, y2 P Eε na mesma
folha. Em particular, tomando ε “ 1{2i, o conjunto de átomos
E “
8č
i“1
E1{2i
é tal que µpEq “ 1 e dFpy1, y2q “ 0, para todos y1, y2 P E na mesma folha. Portanto o
conjunto E tem medida total e sua interseção com cada folha é um conjunto unitário.
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Agora, falaremos um pouco do conceito de transformações induzidas, que será
usado na demonstração do nosso próximo resultado. Aqui, estamos considerando pM,B, µq
um espaço de medida de Borel e f : M Ñ M um sistema dinâmico tal que f˚µ “ µ. Se
A Ď M for um conjunto mensurável com µpAq ą 0, pelo Teorema 13, da recorrência de
Poincaré, o tempo do primeiro retorno de x a A, definido por
nApxq “ inf
nPNtn; f
npxq P Au
existe, para µ-quase todo ponto x P A. Sendo assim, a função fA : A Ñ A, dada por
fApxq “ fnApxqpxq e definida em µ-quase todos os pontos de A é chamada de transformação
induzida pela f em A. Se a transformação f for ergódica, o próximo lema, provado em
(EINSIEDLER; WARD, 2011), nos garante a ergodicidade da transformação induzida fA.
Lema 8. Sejam pM,B, µq um espaço de medida de Borel, f : M Ñ M uma bijeção tal
que f˚µ “ µ, A ĎM um conjunto de medida positiva e fA a transformação induzida pela
f em A, que está definida (a menos de um conjunto de medida nula) no espaço de medidaˆ
A,B|A, µA “ 1
µpAqµ|A
˙
.
Se pf, µq for ergódico, então pfA, µAq é ergódico.
2.2 Teorema B
Teorema B. SejaM uma variedade compacta e F uma folheação deM por retas (folheação
cujas folhas são variedades imersas 1-dimensionais e não compactas) que é invariante
por um homeomorfismo f :M ÑM , ou seja, fpFpxqq “ Fpfpxqq, e seja µ uma medida
de probabilidade invariante pela f e definida na σ-álgebra de Borel de M . Suponha que
pf, µq seja ergódico, o conjunto dos pontos transitivos para f tenha medida total e que F
é contraída uniformemente por f , isto é, existe 0 ă λ ă 1 tal que, dados x, y P M , com
x P Fpyq,
dFpxqpfpxq, fpyqq ď λdFpxqpx, yq.
Se µ tem desintegração atômica nas folhas de F , então a desintegração é mono-atômica.
Demonstração. Para cada ponto transitivo x0 PM denotaremos por Rεx0 um subconjunto
de alguma carta folheada pU,ϕq e que também seja uma carta folheada (chamaremos
esses conjuntos de retângulos) tal que as folhas de Rεx0 tenham comprimento ε (aqui
estamos supondo ε ą 0 suficientemente pequeno de forma que o retângulo R3εx0 também
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esteja contido em alguma carta folheada). Considerando em cada retângulo Rεx0 a função
g : Rεx0 Ñ Rεx0 dada por
gpxq “ fnpxqpxq, onde npxq é o tempo do primeiro retorno de x a Rεx0
temos, pelo Lema 8 acima, que g é ergódica com relação à medida µRεx0 . Denotando por
µx as medidas desintegradas de µ no retângulo R3εx0 e considerando o conjunto
Aδ “ tx P Rεx0 ; µxptxuq ď δu,
temos o seguinte lema:
Lema 9. Para todo δ ě 0, temos gpAδq Ď Aδ.
Demonstração. Para um n0 P N fixo tal que 3λn0 ă 1 é válida a seguinte afirmação:
Afirmação: Para cada ponto transitivo x0 P M , existe um ε ą 0 tal que o tempo do
primeiro retorno a Rεx0 , para µ-quase todo x P Rεx0 , é maior que n0.
De fato, como o ponto x0 é transitivo, a órbita fnpx0q, com n P N, é formada por
pontos disjuntos. Sendo assim, pela continuidade das funções f, f 2, f 3, ..., fn0 , existe uma
vizinhança aberta U Q x0 tal que
U X fnpUq “ m, para n “ 1, 2, ..., n0.
Logo, escolhendo ε ą 0 suficientemente pequeno tal que Rεx0 Ă U , o tempo do primeiro
retorno a Rεx0 , para µ-quase todo x P Rεx0 , é maior que n0, ou seja, npxq ą n0, para µ-quase
todo x P Rεx0 , provando assim nossa afirmação.
Consequentemente, para µ-quase todo x P Rεx0 , temos
fnpxq
´
FR3εx0 pxq
¯
Ď FR3εx0
`
fnpxqpxq˘ , (2.9)
onde FR3εx0 pxq denota a componente conexa em R3εx0 da folha que passa no ponto x P Rεx0 .
De fato, sendo 3λn0 ă 1 e npxq ą n0, temos
y P FR3εx0 pxq ñ y P R3εx0 X Fpxq e dFpx, yq ă 3ε
ñ fnpxqpyq P Fpfnpxqpxqq e dFpfnpxqpxq, fnpxqpyqq ď λnpxqdFpx, yq ă 3λnpxqε
ñ fnpxqpyq P Fpfnpxqpxqq e dFpfnpxqpxq, fnpxqpyqq ă 3λnpxqε ă 3λn0ε ă ε
ñ fnpxqpyq P Fpfnpxqpxqq e dFpfnpxqpxq, fnpxqpyqq ă ε
ñ fnpxqpyq P FR3εx0
`
fnpxqpxq˘ ,
onde, na última implicação, usamos o fato de que fnpxqpxq P Rεx0 pois, estamos denotando
por npxq o tempo do primeiro retorno de x a Rεx0 . Portanto, sendo a inclusão (2.9)
verdadeira, para todo subconjunto mensurável A Ď fnpxq
´
FR3εx0 pxq
¯
, temos
µfnpxqpxqpAq ď µxpf´npxqpAqq “ fnpxq˚ µxpAq
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e, em particular
µfnpxqpxqptfnpxqpxquq ď fnpxq˚ µxptfnpxqpxquq, para µ´ quase todo x P Rεx0 .
Logo
x P Aδ ñ µxptxuq ď δ
ñ µfnpxqpxqptfnpxqpxquq ď fnpxq˚ µxptfnpxqpxquq “ µxptxuq ď δ
ñ µfnpxqpxqptfnpxqpxquq ď δ
ñ gpxq “ fnpxqpxq P Aδ,
provando que gpAδq Ď Aδ, para todo δ ě 0.
Lema 10. Quase toda folha de qualquer retângulo Rεx0 tem no máximo N0 átomos, para
algum natural N0.
Demonstração. Como a função g é ergódica com relação à medida µRεx0 e, para todo δ ě 0,
o conjunto Aδ é g-invariante, segue que
1
µpRεx0q
µ|Rεx0 pAδq “ 0 ou
1
µpRεx0q
µ|Rεx0 pAδq “ 1, para todo δ ě 0.
Pela definição do conjunto Aδ temos que
1
µpRεx0q
µ|Rεx0 pA0q “ 0 e
1
µpRεx0q
µ|Rεx0 pAδq “ 1, para todo δ ě 1.
Sendo assim, definindo
δ0 “ inf
"
δ; 1
µpRεx0q
µ|Rεx0 pAδq “ 1
*
,
concluímos, de forma análoga ao argumento usado na demonstração do Lema 6 do teorema
anterior, que
µxptxuq “ δ0, para µ´ quase todo ponto x P Rεx0 .
Logo, como todos os átomos de Rεx0 tem peso δ0, no máximo temos r1{δ0s “ N0 átomos
nas folhas de Rεx0 , onde r1{δ0s denota o maior inteiro menor ou igual a 1{δ0.
Lema 11. Quase toda folha de F tem no máximo N0 átomos.
Demonstração. Suponha que os pontos transitivos x1, x2, ..., xN0`1 sejam átomos distintos
de alguma folha genérica Fpxq (lembre que estamos supondo que o conjunto dos pontos
transitivos tem medida total) e seja I um segmento desta folha que contém esses átomos.
Denotando por CpIq o comprimento do segmento I, temos
CpfnpIqq ď λnCpIq, para todo n P N.
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Como, para todo retângulo Rεx0 e todo ponto transitivo xi, temos f
npxiq P Rεx0 para
infinitos valores de n e sendo CpfnpIqq Ñ 0, concluímos que existe n1 P N suficientemente
grande tal que
fn1pIq Ă Rεx0 ,
para algum retângulo Rεx0 . Portanto os N0`1 átomos fn1px1q, fn1px2q, ..., fn1pxN0`1q estão
numa mesma folha de Rεx0 , contradizendo o lema anterior.
Lema 12. Existe n1 P t1, 2, ..., N0u tal que, quase toda folha de F tem exatamente n1
átomos.
Demonstração. Seja Fi o conjunto das folhas de F que têm apenas i átomo(s). Seja N o
conjunto de todos os átomos e considere os conjuntos
Ai “ tx P N ; Fpxq P Fiu.
Como a imagem de um átomo é sempre um átomo, os conjuntos Ai são invariantes pela f
e, portanto, µpAiq “ 0 ou µpAiq “ 1. Como toda folha de F tem no máximo N0 átomos,
temos
µ
˜
N0ď
i“1
Ai
¸
“ 1.
Logo existe n1 P t1, 2, ..., N0u tal que µpAn1q “ 1.
Agora, no próximo lema, mostraremos que cada folha de F tem apenas um
átomo e concluímos assim a prova do Teorema B.
Lema 13. Quase toda folha de F tem apenas um único átomo.
Demonstração. Seja T uma folha transversal a folheação F . Denotando por N o conjunto
de todos os átomos e considerando a família de conjuntos
Qn “
 
x P N ; dFpyqpy, T q ď n, para todo y P N X Fpxq
(
,
onde dFpyqpy, T q é a distância, ao longo da folha Fpyq, do átomo y à folha T , temos a
seguinte afirmação:
Afirmação:
µ
˜ 8ď
n“1
Qn
¸
“ µpNq “ 1.
De fato, a inclusão
8ď
n“1
Qn Ă N
é óbvia. Por outro lado, considerando apenas as folhas de F que têm n1 átomos, temos
N Ă
8ď
n“1
Qn
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pois, para x P N , a folha Fpxq tem n1 átomos e, escolhendo n o menor natural tal que
sup
yPNXFpxq
dFpyqpy, T q ď n
concluímos que x P Qn, o que prova nossa afirmação.
Sendo
µ
˜ 8ď
n“1
Qn
¸
“ 1,
existe l0 P N tal que µpQl0q ą 0. Além disso, pela definição de Ql0 , para todo x P Ql0 , o
conjunto Ql0 X Fpxq tem n1 átomos e
dFpxqpa, bq ď 2l0, para quaisquer a, b P Ql0 X Fpxq.
Agora, para a família de conjuntos
Bpnq “
8ď
i“n
f ipQl0q, com n P N
temos
fpBpnqq “
8ď
i“n
f i`1pQl0q “
8ď
i“n`1
f ipQl0q Ď Bpnq,
ou seja,
fpBpnqq Ď Bpnq, para todo n P N,
com µpBpnqq ą 0 e, pela ergodicidade da f , temos
µpBpnqq “ 1, para todo n P N.
Logo, o conjunto
B “
8č
n“1
Bpnq
tem medida total e a próxima afirmação conclui a prova do lema.
Afirmação: Para todo átomo x P B, o conjunto B X Fpxq tem apenas um átomo.
De fato, dados átomos x P B e
y P B X Fpxq “
8č
n“1
Bpnq X Fpxq,
temos, para cada n P N, que y P Bpnq; logo existem in P N, com in ě n, e um átomo
b P Ql0 tais que y “ f inpbq. A folha Fpbq contém n1 átomos e todos esses átomos
estão no conjunto Ql0 , logo o conjunto f inpQl0 X Fpbqq contém todos os átomos da folha
f inpFpbqq “ Fpf inpbqq “ Fpyq e, como x P Fpyq, temos que x P f inpQl0 X Fpbqq; assim,
existe um átomo a P Ql0 X Fpbq tal que x “ f inpaq. Portanto,
dFpx, yq “ dFpf inpaq, f inpbqq ď λindFpa, bq ď λndFpa, bq ď λn2l0,
ou seja,
dFpx, yq ď λn2l0, para todo n P N
e, fazendo nÑ `8, obtemos dFpx, yq “ 0, mostrando que x “ y.
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2.3 Teorema C
Teorema C. Sejam F uma folheação de uma variedade compacta M e T uma folheação
de classe C1 localmente transversal a F . Suponha que F tenha desintegração atômica e
que, para uma dada carta folheada Q de F , exista k P N tal que a desintegração de µ nas
folhas de Q tenha no máximo k átomos. Então, para µˆµ quase todo ponto px, yq P QˆQ,
a holonomia hx,y : Tx Ñ Ty leva o conjunto Tx XQX tátomos de Fu (que tem medida de
Lebesgue 1) em um conjunto com medida de Lebesgue zero.
Demonstração. Como o conjunto dos átomos da folheação F , que estamos denotando
por tátomos de Fu, tem medida total, para todo conjunto H Ď Q, com µpHq ą 0, os
conjuntos da forma
Ax “ Tx XQX tátomos de Fu
sempre satisfazem a condição λxpAxq ą 0, para µ-quase todo x P H (aqui λx denota a
medida de Lebesgue da folha Tx XQ).
Pela definição do conjunto Ax, a igualdade λxpAxq “ 1 é sempre verdadeira,
assim, basta provarmos que λypAx,yq “ 0, onde Ax,y “ hx,ypAxq. Suponha por absurdo que
exista um conjunto W Ď QˆQ, com medida positiva (produto de medidas de Lebesgue),
tal que
λypAx,yq ą 0, para todo px, yq P W.
Como W tem medida positiva, usando o teorema de Fubini, podemos encontrar um
subconjunto em forma de produto cartesiano W1ˆW2 Ď W , com µpWiq ą 0, para i “ 1, 2,
tal que
λypAx,yq ą 0, para todo px, yq P W1 ˆW2.
Sendo µpWiq ą 0, para i “ 1, 2, existe um subconjunto H ˆ V Ď W1 ˆW2, com µpHq ą 0
e µpV q ą 0, tal que λxpH X Txq ą 0 para todo x P H, λypV X Tyq ą 0 para todo y P V e
satisfazendo a condição
λypAx,yq ą 0, para todo px, yq P H ˆ V.
Então, para cada y P V fixo, temos λypAx,yq ą 0 para todo x P H e, como λxpH X Txq ą 0,
o conjunto H tem uma quantidade não enumerável de pontos, logo existe uma sequência
txiuiPN Ă H tal que
λypAxi,yq ą 1{n, para algum n P N.
Note que, para cada xi P H, o conjunto Axi “ Txi XQX tátomos de Fu é formado apenas
por átomos das folhas de F .
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Como 1{n ă λypAxi,yq ď 1, para todo i P N, entre os n` 1 conjuntos
Ax1,y, Ax2,y, Ax3,y, ..., Axn`1,y
existem dois, que denotaremos por Axn1 ,y e Axn2 ,y, cuja interseção A
1
xn1 ,y
:“ Axn1 ,yXAxn2 ,y
satisfaz λypA1xn1 ,yq ą 1{n2 e, como as folhas Txn1 e Txn2 são distintas, existem folhas de F
com pelo menos 2 átomos que intersectam A1xn1 ,y. Analogamente, entre os n` 1 conjuntos
Axn`2,y, Axn`3,y, Axn`4,y, ..., Ax2n`2,y
existem dois cuja interseção, que denotaremos por A1xn2 ,y, satisfaz λypA1xn2 ,yq ą 1{n2 e, além
disso, existem folhas de F com pelo menos 2 átomos que intersectam A1xn2 ,y. Prosseguindo
dessa forma, obtemos uma nova sequência de conjuntos pA1xni ,yqiPN, com λypA1xni ,yq ą 1{n2,
tal que, para cada i P N, existem folhas de F com pelo menos 2 átomos que intersectam
A1xni ,y. Agora, repetindo o mesmo argumento acima com a sequência pA1xni ,yqiPN, podemos
obter uma outra sequência pA2xni ,yqiPN, com λypA2xni ,yq ą 1{n4, tal que, para cada i P N,
existem folhas de F com pelo menos 22 átomos que intersectam A2xni ,y. Portanto, repetindo
várias vezes o mesmo processo, sempre podemos encontrar folhas de F com uma quantidade
arbitrariamente grande de átomos, o que contradiz uma das hipóteses do teorema.
Para finalizar, apresentamos o corolário a seguir, que é uma consequência
imediata do teorema acima.
Corolário 1. Seja F uma folheação de uma variedade compacta M . Suponha que F tenha
desintegração atômica e que existam k P N e uma carta folheada Q de F tais que, para
toda folha F P F , o número de átomos de QX F seja menor ou igual a k. Então F não
pode ser transversalmente absolutamente contínua.
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